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摘 要 概念格作为形式概念分析理论中的核心数据结构，在机器学习和数据挖掘等领域有着广泛的应用。构

造概念格十分重要，针对此引入了概念矩阵思想，提出了基于概念矩阵的概念格生成算法

CMCG(Concept-Matrix Based Concepts Generation)。该算法从格的顶端节点开始构造，基于概念矩阵，利

用属性的秩为每个节点生成它的所有子节点，完成子节点到父节点之间的链接，并生成哈斯图。给出了这种

算法的理论依据。论文结尾提供了这一算法的伪码，并通过实验证明了 CMCG 算法时间性能优于 Lattice 算法。 
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New Algorithm of Generating Concept Lattice Based on Concept-Matrix 
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Abstract  Concept lattice, the core data structure in FCA (Formal Concept Analysis), has been widely used in 

machine learning and data mining. In its applications, building concept lattice is very important, for which an 

efficient algorithm CMCG based on concept-matrix has been put forward. The algorithm started from the top node 

of the lattice, generated all subnodes for each node using the rank of the concept matrix’s attributes, completed the 

link between the subnodes and their parent, and generated the Hasse graph. The validity of the algorithm was proved 

in theory. In the end, the pseudo code of CMCG Algorithm was given and that performance of CMCG is superior in 

time to Lattice Algorithm was proved by experiments. 
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1 引言  

20 世纪 80 年代初，德国的 Wille 教授提出了

形式概念分析理论[1]，经过二十几年的发展，概念

格作为形式概念分析的核心数据结构，已经成为一

种用于数据组织和数据分析的形式化工具，在数字

图书馆及文献检索、软件工程、数据挖掘等许多领

域得到了广泛应用[2]。比如：在交通枢纽仿真中，

可以通过概念格分析出逻辑设施（通道，入口，出

口等概念）之间的相互关系，在分析仿真结果时给

出合理的评价标准。概念格的构造是应用形式概念

分析的前提，但是构造的效率却很难令人满意，进

而人们对此进行了广泛的研究，提出了多种不同的

构造算法。这些算法主要分为两大类：增量算法和

批 处 理 算 法 。 典 型 的 增 量 算 法 有 Godin[3] ，

Capineto[4]和 T. B. Ho[5]的算法。典型的批处理算

法有 NextClourse 算法 [6] 、Titanic 算法 [7] 、

Nourine 算法[8] 、Bordat 算法[9]和 Lindig 提出的



 

  

Lattice 算法[10]等，其中 Lattice 算法是一个较为

高效的算法。 

本文引入了概念矩阵这一思想，提出了基于概

念矩阵的概念格生成算法 CMCG。基于该矩阵，利用

属性的秩把一个概念的所有后继节点找出来，并生

成哈斯图。并通过实验证明了 CMCG 算法时间性能要

优于 Lattice 算法。 

2 概念格的定义 

本节简要介绍所需要的概念格的基本概念。在

形式概念分析中，数据是用形式背景来表示的，下

面给出它的形式化定义。文[11]中对形式概念分析中

的定义有详细的介绍。 

定义1.一个形式背景(Formal Context)是一个

三元组：  , ,K O A R ，其 O 中为对象(Object)的有

限集合， A 为属性(Attribute)的有限集合，R 为 O

和 A 的二元关系，即 R O A  。对于

 , , ,x O y A x y R   ，表示“对象 x 具有属性 y ”。 

在本文中，如果  ,x y R 记为 1，否则记为 0。

这样一个形式背景就可以看成是一个由 0，1 组成的

矩阵。我们称这个矩阵为形式背景矩阵。图 1 是与

表 1 中形式背景对应的形式背景矩阵。 

表 1  一个简单的形式背景 

Table 1 A Simple Formal Context 

 a b c d e f g h 

1 1 1 1 0 0 0 0 0 

2 1 1 0 1 0 0 1 0 

3 0 1 1 0 1 0 0 0 

4 1 0 0 1 1 0 1 0 

5 0 0 1 0 0 1 0 0 

6 0 0 0 1 0 0 0 0 

7 0 0 0 0 0 0 0 1 

定义2.设  , ,K O A R 为一形式背景。对于集合

X O ，记：     | , ,f X y A x X x y R     ，表示对象

X 的共同属性集合，相应地，对于集合 Y A ，记：

    | , ,g Y x O y Y x y R     ，表示具有共同属性

Y 的对象集合； 

1 1 1 1 0 0 0 0 0

2 1 1 0 1 0 0 1 0

3 0 1 1 0 1 0 0 0

 1 0 0 1 1 0 1 04

0 0 1 0 0 1 0 05

0 0 0 1 0 0 0 06

0 0 0 0 0 0 0 17

a b c d e f g h

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

图 1. 表 1 中形式背景对应的形式背景矩阵 

Figure 1 Matrix Corresponding to Formal Context in Table 1 

定义3.设  , ,K O A R 为一形式背景， X O ，

Y A ，如果  f X Y 且  g Y X ，则称  ,C X Y

为 K 的一个概念。此时称 X 为 C 的外延，本文用

 E xten t C 表示 C 的外延；称 Y 为 C 的内涵，本文用

 Intent C 表示 C 的内涵。我们用  B K 记 K 的所有

概念组成的集合。 

定义4.设  , ,K O A R 为一形式背景，

 ,1 1 1C X Y ，  ,2 2 2C X Y 是 K 的两个概念，规定： 

1 2 1 2C C X X    

此时， 2C 称为 1C 的超概念(superconcept)，称

1C 为 2C 的子概念(subconcept)。 

定义5.称偏序集     ,C S K B K  称为概念格。 

 

图 2.对应表 1 形式背景的概念格 

Figure 2 Concept Lattice Corresponding to Formal Context in 

Table 1 

定义6.设  , ,K O A R 为一形式背景，  C S K 中两

个不同的结点  ,1 1 1C X Y 和  ,2 2 2C X Y ，如果满足

1 2C C ，则记为 1 2C C 。 

定义7.设  , ,K O A R 为一形式背景，  C S K 中

两个不同的结点  ,1 1 1C X Y 和  ,2 2 2C X Y ，如果 1C

是 2C 的子概念且不存在其它的结点 3C 满足

1 3 2C C C  ，则称 1C 是 2C 的子结点(直接后继)，而

称 2C 是 1C 的父结点(直接前驱)。 



 

  

 由定义可知对于 2C 的任何一个子结点 1C ，都

有 1 2X X ，因为如果 1 2X X 时， 1C 和 2C 是同一个

结点。 

3 概念矩阵的定义和原理 

定义8
[12].设  , ,K O A R 为一形式背景，对于某

个属性 y A ，在 K 的矩阵中，如果 y 所对应的列有

t 个1时我们称该属性的秩为 t ，记为  r y t 。记

  m ax |m r y y A  ，称 m 为形式背景的秩。 

定义9.设  , ,K O A R 为一形式背景，

 ,C X Y 是 K 中的一个概念，对于 X 中的每一个

元素 x ，从形式背景矩阵中取出 x 对应的行，组成新

的矩阵 M ，则称 M 为概念 C 的概念矩阵。例如概念

 1 2 4,a 的矩阵如图3所示。 

1 1 1 1 0 0 0 0 0

 2 1 1 0 1 0 0 1 0

4 1 0 0 1 1 0 1 0

a b c d e f g h

 
 

 
 
 

 

图 3 表 1 中概念  1 2 4,a 的矩阵 

Figure 3 Matrix of Concept  124, a in Table 1 

定义10. 设  , ,K O A R 为一形式背景，

 ,C X Y 是 K 中的一个概念，在 C 的概念矩阵中，

如果 y 所对应的列有 t 个1时我们称在概念 C 中该属

性的秩为 t ，记为  R y tC  ，记

  m ax | ,m R y y A y YC   ，称 m 为概念 C 的秩。 

性质1. 概念 C 的所有不同于 C 的子概念的外

延个数最大的是 m . 

证明:假设存在  ,1 1 1C X Y ，满足 1C C 且

1
m X 。那么至少存在一个属性 y ，在 C 的概念矩

阵中， y 所对应的列中是1的位置对应的行的集合就

是 1X ，所以 y 所对应的列有 1X 个1，这与 C 的秩是

m 矛盾。所以概念 C 的所有不同于 C 的子概念的外

延个数最大的是 m 。                        □ 

定义11. 设  , ,K O A R 为一形式背景，

 ,C X Y 是 K 中的一个概念，对于集合
1

Y A ，记：

    | , ,
1 1

g Y x X y Y x y R
C

     ，表示 X 中具有

共同属性
1

Y 的对象集合。 

定理1. 设  , ,K O A R 为一形式背景，

 ,C X Y 是 K 中的一个概念， m 为概念 C 的秩，

  | ,y y R y m y AC    ，记      ,1C g y f g yC C ，

则
1

C 是 C 的子结点。 

证明:由定义10和定义11可知  g y mC  ，如果

存在一个不同于 C 和
1

C 的结点  ,2 2 2C X Y ，使得

1 2C C ，则有   2m g y X XC   ，又有性质1可知

概念 C 的所有不同于 C 的子概念的外延个数最大的

是 m ，所以 2X m ，这与 2m X 矛盾。所以
1

C 是 C

的子结点。                   □ 

定理2. 设  , ,K O A R 为一形式背景，

 ,C X Y 是 K 中的一个概念， m 为概念 C 的秩，

     ,1 1 1C g y f g yC C 是 C 的子概念，其中
1

y A ，

且   01 1R y mC   ，如果

  , | ,2 2 2 2 2 1 2C C X Y C C m X     ，都有

 1 2g y XC  ，则 1C 是 C 的子结点。 

证明:假设存在  ,2 2 2C X Y   ，使得 1 2C C C  ，

则  1 1 2m g y X X X   ，所以

  , | ,2 2 2 2 2 1 2C C X Y C C m X    ，于是

 1 2g y XC
 。又因为 1 2C C C  ，所以  1 2g y XC

 ，

这与  1 2g y XC
 矛盾。所以 1C 是 C 的子结点。 □ 

4 CMCG 算法 

4.1   计算子结点的算法 

本算法的思想是通过计算概念 C 的矩阵中每个

属性的秩，从而得到 C 的所有子结点集合。 

例如对于表1的形式背景，来求概念  124 ,C a

的所有子结点集合。 C 的秩等于2。从图3看出

 124 ,C a 的矩阵中， ( ) ( ) ( ) 2R b R d R g Cc c c    的

秩，其中属性 d 对应的列和属性 g 对应的列相同。

由定理1知        , 12,g b f g b abc c  是  124,a 的一

个子结点。对于属性 d 和属性 g 来说，因为它们在

概念  124 ,a 的矩阵中对应的列相同，所以应用定理2

会产生两个相同的  124 ,a 的子结点。为了避免重复

计算，可以把定理1中的属性 y 看作为一个在概念矩

阵中具有相同列向量的属性集合，这样就得出



 

  

       , 24,g dg f g dg adgc c  。 

        f g dg adg a dgc    ，其中属性 d 和属

性 g 是用矩阵秩的方法找到的，而  a 是概念 C 的内

涵。于是     , 1 1f g Y Y YX Y   。我们在下面将介绍

的算法中就是这样的计算     , 1
f g YX Y 的。 

这样已经把概念  124 ,a 的矩阵中秩为2的属性

都遍历完了。接下来遍历秩为1的属性。从图3看出

 124 ,C a 的矩阵中，     1R c R e
c c

  。而

     1 12g cc   ，由定理2知      ,g c f g cc c 不是

 124 ,a 的子结点。同理，      4 24g ec   ，由定理2

知      ,g e f g ec c 也不是  124 ,a 的子结点。 

下面给出求给定概念的所有子结点集合的算法

SUBNODES。 

表 2 求给定概念的所有子结点集合的算法 SUBNODES 

Table 2 SUBNODES Algorithm for Seeking the Set of All 

Sub-nodes Set of A Given Concept 

Algorithm SUBNODES  ,C K  

输入：给定的概念  ,C X Y 和形式背景  , ,K O A R  

输出：概念 C 的所有子结点集合 subnodes  

 

1 subnoes    

2 if 1X   then return  , A   

3 M C 对应的概念矩阵 

4 计算各属性在概念矩阵中的 M 秩 

5 m C 的秩 

6 if 0m   then return  , A  

7 do while 0m   

8   S  秩为 m 的属性集合 

9 do while S     

10 
1

Y   从 S 中取出一个属性，并且从 S 中取出和这个属性在 M

中具有相同列的属性组成的集合 

11 
1

S S Y   

12  1 1
X g Y

C
  

1 
1 1

Y Y Y   

2 if 对于 subnodes 中的每个概念  ,
2 2 2

C X Y 都有
1 2

X X X   

then  ,
1 1

subnodes subnodes X Y    

3 loop  

4 1m m   

5 loop 

6 return subnodes  

 

4.2   结点在有向图中的存储 

我们的这个方法中，用一个有向图 G 来存储概

念格。伪码如下： 

表3 算法CMCG 

Table 3 CMCG Algorithm 

Algorithm CMCG   , ,O A R  

 输入：形式背景  , ,O A R  

  输出：概念格 

 

1 将顶层结点  ,O  加入到图 G 中 

2 do while 

3 从图 G 中选择中所有出度为0的结点，放入集合 S 中去 

4 if S 中只有一个元素，并且这个元素是  , A  then return 

5 foreach C  in S  

6   foreach 
1

C  in  SUBNODES C  

7 把结点
1

C 加入图 G 中 

8 把边  ,
1

C C 加入图 G 中 

9 loop 

10 loop 

11 loop 

其中第7步把结点 1
C 加入图 G 中，需要先查询结

点 1
C 是否已经存在。当结点数量大的时候，这种查

询的操作是相当费时的。Lattice算法中是采用搜索

树来完成的。对搜索树的查询所花的时间也是随着



 

  

结点的数量增加而增加的。而且如果使用AVL树，当

增加结点时，需要对AVL树进行平衡的调整，这个是

需要花费一定的时间。 

在CMCG算法中，我们用Trie树来用于结点的搜

索。在一个概念格中，概念和概念的内涵或外延一

一对应的，我们这里选择概念的内涵作为确定一个

概念的关键字，因为一般情况下对于形式背景

 , ,K O A R 来说，总是 O A 。我们可以把内涵

用一个定长的0，1组成的字符串表示，字符串长度

为 A 。例如概念  5, cf ，其内涵 cf 可以表示成

00100100。然后用一个度为2，高为 A 的Trie树来存

储这个内涵。 

其优点是：1.对一个结点的一次查询最坏的时

间代价是一常量，这个常量和结点的数量是无关

的;2.因为它是把关键字分解存储到Trie树的每个

结点上的，所以它还需要的空间也比较少。 

5 实验结果 

为了进行实验评价,我们使用C++语言实现了

CMCG算法和Lattice算法.在算法的实现过程中,使

用了一些特殊的数据结构对算法进行优化,以获得

最好的时间性能。通过自定义的位集合类(BitSet)

及其操作来提高集合之间运算的速度.位集合类是

将集合看成是内存中某个连续的空间,集合中的每

个元素对应于这段内存空间中的某些位.这样,集合

之间的操作就可以用内存中位运算来实现,从而提

高集合运算的速度。 

对比实验在CPU为迅驰1.7G,内存1GB,操作系统

为Fedora Core 5的IBM ThinkPad T42笔记本上进行。

使用的测试数据是通过

Galicia(http://www.iro.umontreal.ca/~galicia

/)随机生成两组数据。第1组是由对象数目×属性数

目分别是50×20, 50×25, 50×30, „ , 50×200

的37组不同的形式背景组成。形式背景填充率( R 除

以 O A )都为30%。这组数据我们让对象的数目不

变，属性数目不断增加。第1组数据的算法总时间和

为每个节点生成的它的所有子节点函数所花时间分

别如图4，图5所示。第2组是由对象数目×属性数目

分别是50×20, 100×20, 150×20, „ , 3000×20

的50组不同的形式背景组成。形式背景填充率都为

30%。这组数据我们让属性的数目不变，对象数目不

断增加。第2组数据的算法总时间和为每个节点生成

的它的所有子节点函数所花时间分别如图6，图7所

示。 

比较这几幅图，我们可以发现当属性的个数不

变时，随着概念个数的增加 CMCG 算法比和 Lattice

算法越来越快。从图 8 中我们也可以发现用 Trie 树

来代替搜索树也能一定的提高算法的时间性能。 

第1组数据CMCG算法和Lattice 算法所花总时间
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图 4. 第 1 组数据 CMCG 算法和 Lattice 算法所花总时间 

Figure 4 Total Time Cost by CMCG and Lattice in Processing 1
st
 

Data 

第1组数据CMCG算法和Lattice 算法

相应的为每个节点生成的它的所有子节点的函数所花时间
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图 5. 第 1 组数据 CMCG 算法和 Lattice 算法相应的为每个节

点生成的它的所有子节点的函数所花时间 

Figure 5 Time Cost by CMCG and Lattice in Generating All 

Sub-nodes of Each Node in 1
st
 Data 



 

  

第2组数据CMCG算法和Lattice 算法所花总时间
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图 6. 第 2 组数据 CMCG 算法和 Lattice 算法所花总时间 

Figure 6 Total time Cost by CMCG and Lattice in Processing 

2nd Data 

第2组数据CMCG算法和Lattice 算法

相应的为每个节点生成的它的所有子节点的函数所花时间
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图7. 第2组数据CMCG算法和Lattice算法相应的为每个节点生

成的它的所有子节点的函数所花时间 

Figure 7 Time Cost by CMCG and Lattice in Generating All 

Sub-nodes of Each Node in 2nd Data 

第2组数据CMCG算法和Lattice 算法

相应的在有向图G中插入顶点和插入边的函数所花时间
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图 8. 第 2 组数据 CMCG 算法和 Lattice 算法相应的在有向图

G 中插入顶点和插入边的函数所花时间 

Figure 8 Time Cost by the Function of Inserting Vertex and 

Edges into a Digraph G in 2
nd

 Data by CMCG and Lattice 

6 结论和将来的工作 

目前，构造概念格的算法很多，本文引入了概

念矩阵，基于该矩阵，利用秩把这个概念的所有后

继结点都找出来。同时用实验证明了 CMCG 算法比

Lattice 算法要快。实验中还发现搜索一个概念是

否已经在图中存在的操作也花了大量的时间，如何

减少这个搜索时间也是值得进一步去研究的。 
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